Pallomaiset yhteneväistahokkaat by Kilpi, Ville-Pekka




Pro gradu -tutkielma Helmikuu 2014 68 s.
Monitahokkaat, pallogeometria, pallosymmetria.
Kumpulan tiedekirjasto
Työssä etsitään kaikki pallomaiset yhteneväistahokkaat, eli monitahokkaat, jotka toteuttavat seu-
raavat ehdot: Kaikki tahkot ovat yhteneviä kolmioita, jotka ovat pallosymmetrisessä asemassa toi-
siinsa nähden, monitahokkaan ympärille voidaan piirtää pallo niin, että kaikki monitahokkaan kärjet
ovat pallon pinnalla ja kaikissa monitahokkaan särmissä toisensa kohtaa täsmälleen kaksi tahkoa.
Pallomaisten yhteneväistahokkaiden etsiminen aloitetaan todistamalla, miten jokaiseen pallomai-
seen yhteneväistahokkaaseen liittyy täsmälleen yksi pallon pinnan pallosymmetrinen jako yhtene-
viin pallokolmioihin, joiden jokainen sivu kohtaa täsmälleen yhden sivun. Näiden pallon pinnan
jakojen etsimisessä huomion keskipisteeksi otetaan monitahokkaan kärkiä vastaavat kärkipisteet,
eli pallon pinnan pisteet, joissa pallokolmioiden kulmat kohtaavat. Vaihtoehdot eri asetelmille, joil-
la kolmiot voivat kohdata toisensa näissä pisteissä saadaan rajattua pallogeometrian keinoin varsin
pieneksi joukoksi. Erityisesti, kun tutkitaan erikseen tasasivuisten, tasakylkisten ei-tasasivuisten ja
ei-tasakylkisten pallokolmioiden tapaukset. Ehdot täyttäviä pallon pinnan jakoja tai jakoluokkia
löydetään yhteensä neljätoista kappaletta. Lopuksi kaikki nämä jaot kuvataan niitä vastaaviksi mo-
nitahokkaiksi, joiden tarkat rakenteet ja tahkokolmioiden mitat käydään tutkielman lopussa läpi.
Pallomaisiksi yhteneväistahokkaiksi löydetään muun muassa tutut Platonin kappaleet tetraedri, ok-
taedri ja ikosaedri, mutta joukossa on myös eksoottisempiakin kappaleita, kuten heksakis-ikosaedri,
jolla on 120 tahkoa. Se on jo niin pyöreä, että sen pohjalta voisi suunnitella esimerkiksi hyvän
jalkapallon.
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Säännölliset monitahokkaat eli Platonin kappaleet ovat lumonneet ihmiskuntaa jo an-
tiikin ajoista lähtien. Platonin mukaan maailmankaikkeus oli dodekaedri ja muut neljä
kappaletta vastasivat antiikin neljää elementtiä; maata, vettä, ilmaa ja tulta. Kepler taas
pyrki todistamaan säännöllisten monitahokkaiden selittävän aurinkokunnan planeettojen
ratojen mittasuhteet. Nykyään Platonin kappaleisiin ei enää liity mystiikkaa, mutta on
todistettu, että luonto todella on mieltynyt niiden äärimmäiseen säännöllisyyteen. Maa-
ilmankaikkeuden tai aurinkokunnan rakenteen sijaan katse on vaan kohdistettu hieman
pienempään mittakaavaan; kiteisiin, viruksiin ja molekyyleihin.
Kolmiulotteisessa avaruudessa säännölliset monitahokkaat häviävät säännöllisyydessä
ja symmetrisyydessä vain pallolle. Sen lisäksi, että jokainen tahko on säännöllinen moni-
kulmio ovat kaikki monitahokkaan tahkot, sivut ja särmät keskenään pallosymmetrisessä
asemassa. Yksinkertaisesti ilmaistuna kappaleen osia, kuten tahkoja ei voi erottaa toisis-
taan asemansa perusteella.
Platonin kappaleita on valitettavasti olemassa vain viisi, mutta luopumalla osasta kri-
teereistä voidaan löytää uusia pallomaisempia, vaikkakin hieman vähemmän säännöllisiä
kappaleita. Tässä tutkimuksessa yritämme löytää mahdollisimman pyöreitä ja monitah-
koisia monitahokkaita, joiden kaikki tahkot ovat yhteneviä kolmioita. Tutkimuksen tu-
loksena saadaan kaikkien näiden monitahokkaiden tarkka rakenne ja tahkokolmioiden
sivujen pituudet suhteessa pienimmän pallon ympärille mahtuvan pallon säteeseen.
Tutkimuksen tuloksia voidaan hyödyntää esimerkiksi tilanteissa, joissa halutaan val-
mistaa yksinkertaisella säännöllä mahdollisimman pyöreitä kappaleita keskenään saman-
laisista kolmioista. Näitä tilanteita kohdataan varmasti esimerkiksi arkkitehtuurissa, ur-





Mielivaltaisen pyöreän monitahokkaan luominen ei ole vaikeaa. Se onnistuu esimerkiksi va-
likoimalla pallon pinnalta suuri määrä pisteitä ja yhdistämällä pisteet janoilla. Mitä enem-
män pisteitä, sitä pyöreämpi monitahokas. Näin toimivat esimerkiksi 3D-mallinnusohjelmat.
Pisteet voidaan valita erilaisten sääntöjen mukaan, mutta voivatko pisteet sijaita symmet-
risesti toisiinsa nähden, jolloin syntyvän monitahokkaan kaikki tahkot olisivat yhteneviä?
Kuinka monella pisteellä tämä onnistuu ja kuinka pyöreä monitahokas tällöin saadaan?
Tehtävä onnistuu ainakin valikoimalla pisteet niin, että syntyvä monitahokas on Platonin
kappale. Muut ratkaisut löytääksemme tarvitsemme tarkan määritelmän tutkimuksemme
kohteelle. Sitä ennen määritellään kuitenkin tutkimuksen keskeisin käsite monitahokas.
Määritelmä 2.1. Monitahokas on kolmiulotteinen kappale, joka koostuu suljetun pinnan
muodostavista toisiinsa sivuista ja kulmista yhtyneistä monikulmioista.
Määritelmä 2.2. Monitahokas on pallomainen yhteneväistahokas, mikäli se toteuttaa
seuraavat kolme ehtoa:
1. Kaikki monitahokkaan tahkot ovat yhteneviä kolmioita.
2. Monitahokkaan ympärille voidaan piirtää pallo niin, että kaikki monitahokkaan
kärjet ovat pallon pinnalla. Tästä seuraa, että monitahokkaan kärjet ja sivut eivät
voi kohdata toisiaan eli jokainen tahkokolmioiden sivu kohtaa täsmälleen yhden
toisen sivun. Monitahokkaan ympärille piirrettyä palloa kutsutaan ulkopalloksi ja
sen keskipistettä myös kyseisen monitahokkaan keskipisteeksi.
3. Kaikki monitahokkaan tahkot ovat pallosymmetrisessä asemassa toisiinsa nähden
eli kaikki tahkot voidaan kuvata bijektiivisesti toisikseen kierroilla (kappaleen ja
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ulkopallon yhteisen keskipisteen suhteen) ja peilauksilla (kappaleen ja ulkopallon
yhteisen keskipisteen kautta kulkevan tason suhteen) niin, että samalla koko moni-
tahokas kuvautuu itselleen.
Lause 2.3. Pallomaisen yhteneväistahokkaan särmä ei voi kulkea monitahokkaan keski-
pisteen kautta.
Todistus. Tehdään vastaoletus, jonka mukaan on olemassa pallomainen yhteneväistaho-
kas, jonka särmä kulkee monitahokkaan keskipisteen kautta. Jaetaan mahdolliset tapauk-
set kahteen osaan tahkojen lukumäärään mukaan ja merkitään tahkojen määrää kirjai-
mella f .
• Oletetaan, että f < 3. Nyt monitahokkaassa on ainakin yksi tahko, jonka yksi sivu
ei kohtaa muiden tahkojen sivuja. Tämä on ristiriidassa määritelmän 2.2.2 kanssa.
• Oletetaan, että f ≥ 3. Koska kaikki tahkot ovat pallosymmetrisessä asemassa toi-
siinsa nähden, kulkee yksi jokaisen tahkon sivuista keskipisteen kautta. Tällöin jo-
kainen näistä sivuista kohtaa vähintään kaksi muuta sivua, mikä on ristiriidassa
määritelmän 2.2.2 kanssa.




Vaikka tutkimuksen kohteet ovat monitahokkaita, on niillä määritelmän 2.2 vuoksi
hyvin läheinen suhde palloon. Tämän vuoksi tulemme käyttämään paljon pallogeometriaa.
Määritelmä 3.1. Pallo on niiden pisteiden muodostama joukko, joiden etäisyys jostain
valitusta kolmiulotteisen avaruuden pisteestä on vakio. Tätä valittua pistettä kutsutaan
pallon keskipisteeksi ja pistejoukon vakioetäisyyttä siitä pallon säteeksi. Merkitsemällä
palloa kirjaimella S saadaan
(3.2) S = {(x, y, z) ∈ R3 ‖ (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = r2},
missä pallon keskipiste on (x0, y0, z0) ja säde r.
Pallogeometrialla on paljon yhteistä tasogeometrian kanssa, minkä vuoksi siinä usein
käytetään tasogeometriasta tuttuja käsitteitä, kuten piste, suora, jana, kulma ja moni-
tahokas. Joidenkin näistä määritelmissä on kuitenkin merkittäviä eroja, jotka käydään
seuraavassa läpi:
Määritelmä 3.3. Pallon pinnalla ei ole suoria samassa merkityksessä kuin tasossa. Suo-
raa vastaava käsite pallogeometriassa on isoympyrä. Se on pallon ja keskipisteen kautta
kulkevan tason leikkaus eli ympyrä, joka jakaa pallon kahteen puolipalloon.
Määritelmä 3.4. Kaksi isoympyrää ovat samoja, jos ja vain jos ne ovat samassa tasossa.
Määritelmä 3.5. Pallon pinnalla olevat kaksi pistettä ovat toistensa vastapisteitä eli
sijaitsevat täsmälleen vastakkaisilla puoilla, jos niitä yhdistävä jana kulkee pallon keski-
pisteen kautta.
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Lause 3.6. Jos kaksi isoympyrää eivät ole samat, on niillä täsmälleen kaksi leikkauspis-
tettä. Nämä leikkauspisteet ovat toistensa vastapisteitä.
Todistus. Olkoon pallon pinnalla kaksi eri isoympyrää α ja β. Molempiin liittyy määritel-
män 3.3. mukaan keskipisteen kautta kulkeva taso. Koska isoympyrät ovat erillisiä ovat
myös tasot erillisiä, jolloin tasojen leikkaus on suora. Tämä suora kulkee pallon keski-
pisteen ja täsmälleen kahden pallon pinnan pisteen kautta. Koska nämä pisteet kuuluvat
molempiin tasoihin ja niitä yhdistävä jana kulkee pallon keskipisteen kautta ovat ne ainoat
isoympyröiden leikkauspisteet ja toistensa vastapisteet.
Määritelmä 3.7. Janan vastine pallogeometriassa on isoympyrän kaari. Kuten tasossa-
kin, se on lyhin kaksi pistettä yhdistävä käyrä, joten sen pituus on enintään puolet iso-
mympyrän pituudesta. Tässä tutkimuksessa janan pituutta mitataan radiaaneissa, kulma-
na, jonka pisteet muodostavat ympyrän keskipisteen kanssa. Tällöin selvitään vähemmillä
symboleilla, kuten kuvassa 1.
Määritelmä 3.8. Pallogeometriassa isoympyröiden tai isoympyröiden kaarien välinen
kulma tarkoittaa pienintä kulmaa, joka muodostuu isoympyrät määrittävien tasojen välil-
le. Kulman suuruus on siis aina välillä (0, pi). Kuvien selkeyden vuoksi tässä tutkimuksessa
ei kuitenkaan piirretä isoympyröitä määrittäviä tasoja näkyviin, vaan kulma merkitään
pallon vaipalle, kuten kuvassa 1.
kuva 1
Lause 3.9. Myös pallogeometriassa ristikulmat ovat keskenään yhtä suuret, jolloin täyden
kulman suuruus on 2pi.
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Todistus. Tämä seuraa suoraan määritelmästä 3.8, kahden tason välisen kulman määri-
telmästä ja siitä, että täysi kulma on kaikkien saman leikkauspisteen ristikulmien sum-
ma.
Määritelmä 3.10. Pallogeometriassa monikulmio on isoympyrän kaarien rajaama alue.
Sen pinta-ala voidaan laskea jakamalla se kolmioiksi. Pinta-ala lasketaan tässä tutkiel-
massa aina osuutena koko pallon pinta-alasta 4pir, jolloin säteen pituus r supistuu pois.
Lause 3.11. Pallogeometriassa kaksikulmion kulmat ovat yhtä suuria ja sijaitsevat lauseen
3.6 mukaisesti täsmälleen pallon vastakkaisilla puolilla.
Todistus. Olkoon pallon pinnalla kaksi pistettä X ja Y . Oletetaan, että niiden välillä on
kaksikulmio eli pisteet on yhdistetty toisiinsa kahdella erillisellä isoympyrän kaarella. Pis-
teet X ja Y sijaitsevat siis samanaikaisesti kahdella erillisellä isoympyrällä, mistä seuraa,
että lauseen 3.6 perusteella pisteet X ja Y ovat toistensa vastapisteitä. Kaksikulmion mo-
lemmat kulmat ovat määritelmän 3.8 mukaan yhtä suuret, sillä ne ovat samojen tasojen
väliset kulmat.
Lause 3.12. Kaksikulmion pinta-ala on kaksi kertaa sen sivujen välinen kulma.
Todistus. Pallokaksikulmion sivut ovat isoympyrän puolikkaita, mutta piirretään kuvaan
isoympyrät kokonaisuudessaan ja merkitään niiden välistä kulmaa kirjaimella a.
kuva 2
Kulman a suuruus on välillä (0, pi). Ensimmäinen isoympyrä jakaa pallon kahdeksi
puolipalloksi, joiden pinta-alat ovat 2pi. Toinen isoympyrä jakaa puolipallon suhteessa
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a/(pi− a). Samalla se jakaa myös puolipallon pinta-alan samassa suhteessa, jolloin kaksi-





Lause 3.13. Pallokolmion pinta-ala on kulmien summan ja luvun pi erotus.
Todistus. Pallokolmion sivut ovat kolmen isoympyrän kaaria. Piirretään kuva, jossa kaikki
isoympyrät näkyvät kokonaisuudessaan. Yksi isoympyröistä on yksinkertaisuuden vuoksi
kuvassa 3 sama ympyrä, joka kuvaa pallon ulkoreunaa.
kuva 3
Tutkitaan kolmiota XY Z, jonka kulmat ovat vastaavasti a, b ja c. Sen jokainen kulma
on kahden isoympyrän leikkauspiste. Lauseen 3.6 mukaan näillä isoympyröillä on toi-
nenkin leikkauspiste; ensimmäisen pisteen vastapiste. Merkitään kuvassa pisteiden X, Y
ja Z vastapisteitä merkein X ′, Y ′ ja Z ′. Samat kolme isoympyrää muodostavat niiden
välille kolmion XY Z kanssa yhtenevän kolmion X ′Y ′Z. Merkitään kolmion XY Z pinta-
alaa A(XY Z) ja tutkitaan pisteiden X ′, Y ′, X ja Y rajaamaa puolipalloa. Sillä on neljä
kolmiota
XY Z, Y X ′Z, X ′Y ′Z ja Y ′XZ.
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Kolmion XY Z pinta-ala on A(XY Z) ja muiden kolmioiden pinta-alat voidaan laskea
lauseen 3.12 avulla, sillä ne kaikki muodostavat kolmion XY Z tai pinta-alaltaan vastaavan
kolmion X ′Y ′Z ′ kanssa kaksikulmion, jonka kulma on a, b tai c. Esimerkiksi kolmiot XY Z
ja Y X ′Z muodostavat yhdessä kulman a rajaaman kaksikulmion XX ′, jonka pinta-ala
on 2a, mistä saamme
2a = A(XY Z) + A(Y X ′Z)
ja edelleen
A(Y X ′Z) = 2a− A(XY Z).
Vastaavalla menettelyllä voimme laskea muidenkin pisteiden X ′, Y ′, X ja Y rajaamalla
puolipallolla sijaitsevien kolmioiden pinta-alat. Tuloksiksi saamme
A(XY Z) = A(XY Z),
A(Y X ′Z) = 2a− A(XY Z),
A(X ′Y ′Z) = 2c−A(XY Z),
A(Y ′XZ) = 2b− A(XY Z).
Näiden kolmioiden yhteenlaskettu pinta-ala on yhtäsuuri kuin puolipallon pinta-ala 2pi,
mistä saamme
A(XY Z) + 2a− A(XY Z) + 2c−A(XY Z) + 2b− A(XY Z) = 2pi
⇔ −2A(XY Z) + 2a + 2b + 2c = 2pi
⇔ −A(XY Z) + a + b + c = pi,
ja edelleen
(3.14) A(XY Z) = a + b + c− pi.
Lause 3.15. Pallokolmion kulmien summa ei ole vakio, vaan välillä (pi, 3pi).
Todistus. Koska pallokolmion pinta-ala on suurempi kuin nolla saadaan yhtälöön 3.14
sijoittamalla
0 < a + b + c− pi
pi < a + b + c.
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Koska jokainen kulma on määritelmän 3.8 mukaan pienempi kuin pi voidaan kulmien
summaa arvioida ylöspäin, jolloin saadaan
pi < a + b + c < 3pi.
Lause 3.16. Pallokolmion kulmista suurimman suuruus on välillä (pi
3
, pi).
Todistus. Olkoon pallokolmion kulmat a, b ja c. Ainakin yksi kulmista on suurempi tai
yhtä suuri kuin kaksi muuta. Oletetaan, että a on tällainen kulma, jolloin pätee
a ≥ b, a ≥ c.
Yhtälöä (3.14) voidaan nyt arvioida ylöspäin, jolloin saamme
pi < a + b + c ≤ a + a + a = 3a⇒ a > pi
3
.
Lisäksi määritelmän 3.8 mukaan kaikki pallon pinnalla olevat kulmat ovat aidosti pie-
nempiä kuin pi, jolloin saamme
pi
3
< a < pi.
Määritelmä 3.17. Kaksi pallokolmiota ovat yhtenevät, jos ja vain jos jokin seuraavista
ehdoista toteutuu:
1. Pallokolmioiden sivujen pituudet ovat samat.
2. Pallokolmioilla on yksi yhtä suuri kulma ja siitä lähtevät kaksi vastinsivua ovat yhtä
pitkiä molemmissa kolmioissa.
3. Pallokolmioissa esiintyvät samat kolme kulmaa.
Lause 3.18. Jos kaksi pallokolmiota ovat yhtenevät, pätevät kaikki seuraavista ehdoista.
1. Pallokolmioiden sivujen pituudet ovat samat.
2. Pallokolmioilla on yksi yhtä suuri kulma ja siitä lähtevät kaksi vastinsivua ovat yhtä
pitkiä molemmissa kolmioissa.
3. Pallokolmioissa esiintyvät samat kolme kulmaa.
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Todistus. Oletetaan, että kaksi pallokolmiota ovat yhtenevät. Tällöin pätee jokin ehdoista
1, 2 tai 3. Riittää siis näyttää, että jos mikä vaan ehdoista 1, 2 tai 3 pätee pätevät kaikki
muutkin.
Oletetaan, että ehto 1 pätee eli, että pallokolmioiden sivujen pituudet ovat samat. Täl-
löin isoympyrän kaaria määrittävät tasot sijaitsevat täsmälleen samalla tavalla toisiinsa
nähden molemmissa kolmioissa, jolloin määritelmän 3.8 perusteella kaikki vastinkulmat
ovat yhtä suuret eli pätee ehto 3.
Oletetaan nyt ehto 3. Se määrää yksikäsitteisesti kolmion sivuja määrittävien tasojen ase-
mat toisiinsa nähden ja niin myös kahden vastinsivun pituudet, jolloin pätee ehto 2.
Oletetaan nyt ehto 2, jonka mukaan pallokolmioilla on yksi yhtä suuri kulma ja siitä lähte-
vät kaksi vastinsivua ovat yhtä pitkiä molemmissa kolmioissa. Vastinsivujen päätepisteet
ja pallonkeskipiste määrittävät nyt yksikäsitteisesti kolmion kolmannen sivun pituuden
jolloin pätee ehto 1.
Pätee siis 1 ⇒ 3 ⇒ 2 ⇒ 1 eli jos kaksi pallokolmiota ovat yhtenevät, pätevät kaikki kolme
ehtoa.
Lause 3.19. Pallotrigonometrian toisen kosinilauseen eli pintakulmien kosinilauseen mu-
kaan kaikille pallokolmioille pätee
cosA =
cos a + cos b cos c
sin b sin c
,(3.20)
cosB =
cos b + cos c cos a
sin c sin a
,(3.21)
cosC =
cosc + cos a cos b
sin a sin b
,(3.22)
missä a, b ja c ovat kolmion kulmien suuruudet ja A, B ja C vastaavasti niiden vastaisten
sivujen pituudet.
Todistus. ks. Rob Johnson: Spherical Trigonometry, West Hills Institute of Mathematics,
2010
Lause 3.23. Kaksi pallokolmion kulmaa ovat yhtä suuret, jos ja vain jos niiden vastaiset
sivut ovat yhtä pitkät.
Todistus. ” ⇒ ” Olkoon pallokolmion kulmat a, b ja c ovat kolmion kulmien suuruudet
ja A, B ja C vastaavasti niiden vastaisten sivujen pituudet. Oletetaan lisäksi, että pätee
a = b. Nyt yhtälöihin (3.20) ja (3.21) sijoittamalla saamme
cosA =
cos a + cos a cos c




A = n · 2pi + B tai A = k · 2pi −B,
missä n, k ∈ Z. Määritelmän 3.7 mukaan isoympyrän kaaren pituus on enintään pi, minkä
vuoksi yhtälön ainoa ratkaisu on A = B. Siis yhtä suurien kulmien a ja b vastaiset sivut
ovat yhtä pitkät.
” ⇐ ” Olkoon pallokolmion kulmat pisteissä X, Y ja Z ja sivut XY ja XZ yhtä pitkiä.
Valitaan sivulta Y Z piste P niin, että se on yhtä kaukana pisteistä Y ja Z. Yhdistetään
nyt piste X isoympyrän kaarella sivun Y Z keskipisteeseen P . Saamme kaksi kolmiota
ZXP ja PXY , jotka ovat määritelmän 3.17.1 mukaan yhtenevät. Tällöin pisteissä Y
ja Z sijaitsevat kulmat ovat vastinkulmina yhtä suuret, jolloin alkuperäisessä kolmiossa





Pallomaisten yhteneväistahokkaiden muodostaminen voidaan aloittaa ehdosta 2.2.1 tai
ehdosta 2.2.2. Näistä ensimmäinen johtaisi monimutkaisiin kolmiulotteisen avaruuden yh-
tälöihin, kun kolmioita yritetään sommitella monitahokkaan tahkoiksi. Muista ehdoista
kiinnipitäminen samanaikaisesti tuottaisi vielä lisävaivaa. Helpomman keinon tarjoaa ehto
2.2.2. Sen mukaan yhteneväistahokkaiden ympärille voidaan piirtää niin kutsuttu ulko-
pallo niin, että kaikki sen kärjet ovat pallon pinnalla. Tutkimalla ulkopallon ja yhteneväis-
tahokkaan suhdetta tarkemmin selviää, että pisteiden lisäksi myös särmillä ja tahkoilla
on vastineensa pallon pinnalla. Tällöin päästään käyttämään kolmiulotteisen avaruuden
geometrian sijaan pallogeometriaa.
Lause 4.1. Jokaiseen pallomaisen yhteneväistahokkaan särmään voidaan liittää täsmäl-
leen yksi ulkopallon isoympyrän kaari projisoimalla särmä säteen suuntaisesti ulkopallon
pinnalle.
Todistus. Olkoon s mielivaltainen pallomaisen yhteneväistahokkaan särmä, X ja Y sen
päätepisteet ja K monitahokkaan ja ulkopallon yhteinen keskipiste.
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kuva 4
Koska lauseen 2.3 perusteella pallomaisen yhteneväistahokkaan särmä ei voi kulkea
sen keskipisteen kautta, kulkee pisteiden K, X ja Y kautta täsmälleen yksi taso. Sen
leikkaus ulkopallon kanssa on ympyrä, jonka pisteet X ja Y jakavat kahteen eripituiseen
ympyrän kaareen. Särmän s projektio ulkopallon vaipalle on näistä ympyrän kaarista
lyhyempi s′.
Lause 4.2. Jokaiseen isoympyrän kaareen liittyy säteen suuntaisen projektion käänteis-
kuvauksella täsmälleen yksi kolmiulotteisen avaruuden jana.
Todistus. Projektion käänteiskuvaus kuvaa isoympyrän kaaren sen päätepisteet yhdistä-
väksi janaksi. Kahden pisteen välille voidaan euklidisessa avaruudessa piirtää vain yksi
jana, joten käänteiskuvaus on injektio.
Määritelmä 4.3. Pallon vaipan yhteneväiskolmioinen jako on isoympyrän kaarilla tehty
jako, jossa koko pallon vaippa on jaettu yhteneviin kolmioihin, joiden kärjet eivät kohtaa
kulmia ja jotka ovat pallosymmetrisessä asemassa toisiinsa nähden.
Lause 4.4. Jokaiseen pallomaiseen yhteneväistahokkaaseen voidaan liittää säteen suun-
taisella projektiolla täsmälleen yksi pallon vaipan yhteneväiskolmioinen jako.
Todistus. Projisoimalla kaikki monitahokkaan särmät ulkopallon vaipalle saadaan vaippa
jaettua osiin isoympyrän kaarilla. Ehdon 2.2.1 perusteella nämä vaipan osat ovat yhteneviä
pallokolmioita ja ehdosta 2.2.3 johtuen ne ovat pallosymmetrisessä asemassa toisiinsa
nähden. Ehdon 2.2.2 vuoksi näiden kolmioiden kärjet eivät kohtaa sivuja.
Lause 4.5. Jokaiseen pallon vaipan yhteneväiskolmioiseen jakoon voidaan liittää säteen
suuntaisen projektion käänteiskuvauksella täsmälleen yksi pallomainen yhteneväistahokas.
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Todistus. Mielivaltaisesta pallon vaipan yhteneväiskolmioisesta jaosta saadaan säteen suun-
taisen projektion käänteiskuvauksella monitahokas, sillä määritelmän 4.3. mukaan kulmat
eivät kohtaa särmiä. Pallosymmetrisyyden vuoksi monitahokas toteuttaa ehdot 2.2.1, 2.2.2
ja 2.2.3 eli se on pallomainen yhteneväistahokas.
Näiden yhtenevien vaippajakojen etsiminen ja kuvaaminen monitahokkaiksi on hyvä
menetelmä pallomaisten yhteneväistahokkaiden etsimiseksi, sillä tällöin selvitään yksin-
kertaisella pallogeometrialla. Kuvassa 5 on esimerkki, missä kahdeksaan yhdenmuotoiseen




Pallon vaipan jakaminen yhteneviin
kolmioihin
Tässä luvussa käytetään kolmion kulmille sekä kirjaimia a, b ja c, että symboleja α, β ja γ.
Ensinmainittuja käytetään, kun puhutaan kulmien suuruuksista, ja jälkimmäiseksimaini-
tut ovat kolmion kolmen eri kulman nimet, joita tarvitaan pallon vaipan jaon rakennetta
tutkittaessa, sillä on mahdollista, että kolmion kaksi yhtä suurta kulmaa sijoittuvat eri
tavalla muihin kolmioihin nähden.




= a + b + c− pi,
missä a, b ja c ovat kolmion kulmien suuruudet ja f on kolmioiden kokonaismäärä.
Todistus. Olkoon yhden yhtenevän pallokolmion pinta-ala P. Kun pallon vaippa jaetaan
kokonaisuudessaan kolmioihin, on näiden kolmioiden pinta-alojen summa yhtä suuri koko





Yhdistämällä tämä lauseen 4.13 kanssa saadaan
4pi
f
= a + b + c− pi,
missä a, b ja c ovat kolmion kulmat.
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Yhtälö (5.2) sisältää pallon yhteneväiskolmioisesta jaosta kaiken tarvitsemamme tie-
don lukuunottamatta sen tarkkaa rakennetta. Se sisältää kuitenkin liikaa muuttujia, jot-
ta pelkästään sen avulla voisimme lähteä konstruoimaan pallon vaipan jaon rakennetta.
Tämän vuoksi tutkimme seuraavaksi pallon vaipan yhteneväistahkoisen jaon rakenteen
lainalaisuuksia.
Määritelmä 5.3. Määritelmän 4.3. mukaan pallon vaipan yhteneväiskolmioisessa jaossa
kolmioiden kärjet eivät kohtaa sivuja. Kaikkien pallokolmioiden kulmat ovat siis pisteissä,
joissa ne kohtaavat vain muita kulmia. Näitä pisteitä kutsutaan kärkipisteiksi.
Lause 5.4. Kahden pallokolmion sivut voivat olla vastakkain pallon vaipan yhteneväis-
kolmioisessa jaossa vain, jos ne ovat yhtä pitkiä.
Todistus. Tehdään vastaoletus, jonka mukaan myös eripituiset sivut voivat olla vastak-
kain. Nyt pidemmällä sivulla on ainakin toinen lyhyemmän sivun päätepisteistä. Tässä
pisteessä kolmion kulma kohtaa sivun, mikä on ristiriidassa määritelmän 4.3 kanssa. Näin
ollen vain yhtä pitkät sivut voivat olla vastakkain.
Lause 5.5. Yhdessä kärkipisteessä kohtaavien kolmioiden kulmien summa on 2pi.
Todistus. Kärkipisteessä kohtaavat kulmat muodostavat yhdessä täyden kulman, jonka
suuruus on lauseen 3.9 perusteella 2pi.
Lause 5.6. Yhdessä kärkipisteessä kohtaa aina vähintään kolme pallokolmiota
Todistus. Tehdään vastaoletus, jonka mukaan kärkipisteessä kohtaa yksi tai kaksi kol-
miota. Oletetaan, että kolmioita kohtaa vain yksi. Tällöin lauseesta 5.5. seuraa, että kär-
kipisteessä olevan kolmion kulman suuruus on 2pi, mikä on ristiriidassa pallogeometrian
kulman suuruuden määritelmän 3.8. kanssa. Jos kärkipisteessä kohtaa kaksi kolmiota,
seuraa vastaavasti, että ainakin toinen kolmion kulmista on suurempi tai yhtä suuri kuin
pi, mikä on myös ristiriidassa määritelmän 3.8. kanssa.
Lause 5.7. Samassa kärkipisteessä eivät voi esiintyä kahta tai useampaa kertaa kaikki
kolmion kolmesta kulmasta.
Todistus. Merkitään kolmion kulmien suuruuksia kirjaimilla a, b ja c. Tehdään vastaole-
tus, jonka mukaan kaikki kulmat voivat esiintyä samassa kärjessä kahdesti tai useammin.
Tällöin lauseen 5.5. mukaan
2pi = k · a + m · b + n · c,
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missä k,m, n ∈ Nr {0, 1}. Arvioimalla yhtälön oikeaa puolta alaspäin saamme
2pi = k · a + m · b + n · c ≥ 2a + 2b + 2c
⇒a + b + c ≤ pi,
mikä on ristiriidassa lauseen 3.15 kanssa. Näin kaikki kolme kolmion kulmaa eivät voi
esiintyä kahdesti tai useammin samassa kärkipisteessä.
Määritelmä 5.8. Kaksi kärkipistettä ovat samanlaiset, jos niissä esiintyy sama määrä
yhtä suuria kulmia ja ne voidaan luetella myötä- tai vastapäivään samassa järjestyksessä.
Lause 5.9. Sama pallokolmion kulma ei voi esiintyä kahdessa erilaisessa kärjessä.
Todistus. Tehdään vastaoletus, jonka mukaan on olemassa jokin pallokolmion kulma, jo-
ka esiintyy ainakin kahdessa erilaisessa kärkipisteessä. Tällöin pallon vaipan jaossa on
ainakin kaksi kolmiota, jotka eivät ole pallosymmetrisessa asemassa toisiinsa nähden. Tä-
mä on ristiriidassa pallon vaipan yhteneväiskolmioisen jaon määritelmän 4.3 kanssa, joten
alkuperäinen väite pätee.
Lause 5.10. Kolmion kolmella kulmalla on aina samat vieruskulmat kaikissa pallon vai-
pan jaon kärkipisteissä joissa ne esiintyvät.
Todistus. Tämä seuraa suoraan määritelmästä 5.8 ja lauseesta 5.9.
Lause 5.11. Pallon vaipan yhteneväiskolmioisessa jaossa on enintään kolmenlaisia kär-
kipisteitä.
Todistus. Merkitään kolmion kulmia kirjaimilla α, β ja γ. Kaikissa kärkipisteissä on esiin-
nyttävä ainakin yhtä kolmion kulmista. Kärkien määrälle saadaan yläraja laskemalla yh-
teen niiden kärkien lukumäärä, joissa esiintyy kulma α, niiden kulmien lukumäärä, jois-
sa esiintyy kulma β, ja niiden kulmien lukumäärä, joissa esiintyy kulma γ. Lauseen 5.9
mukaan kaikki nämä kolme joukkoa koostuvat vain yhdenlaisista kärjistä, joten yläraja
kärkien määrälle on 1 + 1 + 1 = 3.
Lause 5.12. Pallon vaipan yhteneväiskolmioisessa jaossa on kolmenlaisia kärkipisteitä,
jos ja vain jos yhdessä kärkipisteessä esiintyy täsmälleen yhtä kolmion kulmista α, β ja γ
ja mitkään kulmista eivät ole keskenään yhtä suuria.
Todistus. Todistetaan molemmat suunnat erikseen.
"⇒"Oletetaan, että pallon vaipan jaossa on kolmenlaisia kärkiä. Väitteen mukaan niis-
sä kaikissa esiintyy vain yhtä kolmion kulmista. Tehdään vastaoletus, jonka mukaan ai-
nakin yhdessä kärjistä esiintyy kahta kulmaa. Olkoon nämä kulmat α ja β. Nyt lauseen
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5.9 mukaan kaikki kärjet joissa esiintyvät kulmat α ja β ovat samanlaisia. Muissa mah-
dollisissa jaon kärjissä esiintyy vain kulmaa γ, joka voi lauseen 5.5 perusteella muodostaa
itsensä kanssa vain yhdenlaisia kärkiä. Yhteensä kärkiä on siis enintään kahdenlaisia, mi-
kä on ristiriidassa alkuperäisen oletuksen kanssa. Siis, jos kärkiä on kolmenlaisia esiintyy
niissä kaikissa vain yhtä kolmion kulmista. Lisäksi lauseen 5.5 ja määritelmän 5.8 perus-
teella kulmia tulee esiintyä omissa kärjissään eri määrä, jotta kärjet ovat erilaisia. Tällöin
kaikkien kulmien tulee olla keskenään erisuuria.
"⇐"Oletetaan, että pallon vaipan jaon kaikissa kärkipisteissä esiintyy vain yhtä kol-
mion keskenään erisuurista kulmista α, β ja γ. Väitteen mukaan erilaisia kärkipisteitä
on kolme. Koska lauseen 5.11 mukaan kärkipisteitä on enintään kolmenlaisia riittää to-
distaa, että kärkipisteitä ei voi olla yhden- tai kahdenlaisia. Näytetään, että molemmat
vaihtoehdot johtavat ristiriitaan. Jos kärkipisteitä on vain yhden- tai kahdenlaisia, on ole-
massa kaksi tai yksi kolmio kulmaa, jotka eivät esiinny missään kärkipisteissä. Tämä on
ristiriidassa määritelmän 5.3 kanssa, jonka mukaan kaikkien jaon kolmioiden kulmat ovat
kärkipisteissä. Siis kärkipisteitä on täsmälleen kolmenlaisia.
Lause 5.13. Pallon vaipan yhteneväiskolmioisessa jaossa on täsmälleen kahdenlaisia kär-
kipisteitä, jos ja vain jos yhdessä kärkipisteessä esiintyy täsmälleen kahta kolmion kulmista
α, β ja γ, toisessa vain yhtä ja kaikki kolmion kulmista eivät ole keskenään yhtä suuria.
Todistus. Todistetaan molemmat suunnat erikseen.
"⇒"Oletetaan, että pallon vaipan jaossa on kahdenlaisia kärkiä. Väitteen mukaan toi-
sessa niistä esiintyy täsmälleen kaksi kolmion kulmista. Tehdään vastaoletus, jonka mu-
kaan kummassakaan kärjistä ei esiinny täsmälleen kahta kulmista. Kummassakin kärjes-
sä esiintyy siis yhtä tai kolmea kulmista. Jos toisessa tai molemmissa esiintyvät kaikki
kolmion kolmesta kulmasta on olemassa ainakin yksi kulma, joka esiintyy kahdessa erilai-
sessa kärjessä, mikä on ristiriidassa lauseen 5.9 kanssa. Jos molemmissa kärjissä esiintyy
vain yhtä kulmaa, yksi kolmion kulmista ei esiinny missään kärjessä, mikä on ristiriidas-
sa määritelmän 5.3 kanssa. Näin ollen toisen kärkipisteen on siis koostuttava täsmälleen
kahdenlaisista kulmista. Olkoot nämä kulmat α ja β. Koska kärkipisteet ovat erilaisia ei
toisessa voi lauseen 5.9 mukaan esiintyä samoja kulmia, joten sen on koostuttava vain
kulmista γ. Kärkipisteiden erilaisuudesta seuraa myös määritelmän 5.8 nojalla, että kul-
mat eivät voi olla yhtä suuria. Siis, jos pallon vaipan jaossa on vain kahdenlaisia kärkiä,
esiintyy toisissa kärjissä vain yhtä kolmion kolmesta kulmasta ja toisissa molempia muita
kolmion kulmia. Lisäksi kaikki kulmat eivät voi olla yhtä suuria.
"⇐"Oletetaan, että pallon vaipan jaossa on kärkipiste, joka koostuu vain kolmion
kulmista α ja toinen joka koostuu vain kulmista β ja γ. Oletetaan lisäksi, että kaikki
kulmat eivät ole yhtä suuria. Lauseen 5.9 perusteella ensimmäisestä oletuksesta seuraa,
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että näiden kahden lisäksi muunlaisia kärkiä ei voi olla olemassa. Riittää siis todistaa,
että nämä kaksi kärkeä eivät ole samanlaisia. Tehdään vastaoletus, jonka mukaan kärjet,
jotka koostuvat kulmista α, ovat samanlaisia kuin kärjet, jotka koostuvat kulmista β
ja γ. Määritelmän 5.8 mukaan tällöin näissä kärjissä esiintyy sama määrä yhtä suuria
kulmia, mistä seuraa, että kulmat α, β ja γ ovat yhtä suuria. Tämä on ristiriidassa
toisen alkuperäisen oletuksen kanssa, joten alkuperäinen väite pätee eli kärkipisteitä on
täsmälleen kahdenlaisia.
Lause 5.14. Pallon vaipan yhteneväiskolmioisessa jaossa on vain yhdenlaisia kärkipis-
teitä, jos ja vain jos yhdessä kärkipisteessä esiintyvät kaikki kolmion kulmat α, β ja γ tai
kaikki kulmat ovat yhtä suuria.
Todistus. Todistetaan molemmat suunnat erikseen.
"⇒"Oletetaan, että pallon vaipan jaossa on vain yhdenlaisia kärkipisteitä. Koska li-
säksi määritelmän 5.3. mukaan kaikkien kolmion kulmien on esiinnyttävä ainakin yhdessä
kärkipisteessä on niiden kaikkien esiinnyttävä samassa kärkipisteessä. Muunlaisia kärki-
pisteitä ei ole.
"⇐"Tutkitaan molemmat vaihtoehdot erikseen:
Oletetaan, että pallon vaipan jaossa on kärkipiste, jossa esiintyvät kaikki kolmion kulmat
α, β ja γ. Lauseen 5.9. perusteella muunlaisia kärkipisteitä ei voi olla, joten kärkipisteitä
on vain yhdenlaisia.
Oletetaan, että kaikki kolmion kulmat ovat yhtä suuria. Olkoon tämä kulman suuruus
a. Nyt kaikissa kärjissä esiintyy vain kulmaa, jonka suuruus on a. Tällöin lauseesta 5.5
seuraa, että kaikissa kärjissä esiintyy kulmia 2pi
a
kappaletta. Koska kaikissa kärjissä esiin-
tyy vain yhtä kulman suuruutta yhtä monta kappaletta, ovat kulmat selvästi myös aina
samassa järjestyksessa, jolloin kaikki kärjet ovat määritelmän 5.8 mukaan samanlaisia eli
kärkipisteitä on vain yhdenlaisia.
Edellä todistettujen lauseiden avulla pystymme rajoittamaan yhteneväiskolmioisen
pallonvaipan jaot erillisiin kolmion kulmien suuruudesta riippuviin yksittäistapauksiin,
joiden tarkkaa rakennetta voimme myös helposti kuvata verkolla. Seuraavissa kolmes-
sa luvussa käymme erikseen läpi tasasivuisten kolmioiden, tasakylkisten ei-tasasivuisten




Pallon vaipan jaot yhteneviin
tasasivuisiin kolmioihin
Tässä luvussa käydään läpi kaikki pallon vaipan yhteneväiskolmioiset jaot, joissa kolmiot
ovat tasasivuisia.
Lause 6.1. Kun pallokolmioiden kaikki sivut ovat yhtä pitkiä, ainoat mahdolliset pallon






























, f = 20,
missä a, b ja c ovat kulmien suuruudet ja f on kolmioiden määrä.
Todistus. Olkoot a, b ja c tasasivuisen pallokolmion kulmat. Koska kaikki pallokolmion
sivut ovat yhtä pitkiä, ovat myös mitkä tahansa kaksi sen sivuista yhtä pitkiä. Tällöin
voidaan soveltaa lausetta 3.23 kahdesti, jolloin nähdään, että kaikki kolmion kulmat ovat
yhtä suuria. Tällöin lauseen 5.14 perusteella pallon vaipan jaossa esiintyy vain yhdenlaisia
kärkipisteitä. Sijoittamalla kulmien b ja c tilalle a lause 3.15 saa muodon
(6.2) pi < a + a + a < 3pi ⇔ pi
3
< a < pi.
Koska pallon kolmiojaossa esiintyy vain yhtä kulman suuruutta ja lauseen 5.5 mukaan
yhdessä kärkipisteessä kohtaavien kolmioiden summa on 2pi, saadaan yhtälön (6.2) kanssa
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< a < pi
k · a = 2pi, missä k ∈ N|k ≥ 3.
Yhtälö-epäyhtälöparin ratkaisut ovat k = 3, k = 4 ja k = 5, joten pallon vaippa voidaan
jakaa enintään kolmella tavalla tasasivuisiin yhteneviin kolmioihin. Tutkitaan erikseen,
ovatko tapaukset myös rakenteeltaan mahdollisia.
Kun k = 3, jokaisessa kärjessä kohtaa kolme yhtä suurta kolmion kulmaa, joiden suuruus
on 2pi
3
. Tämä tapaus vastaa selvästi tetraedrin säteensuuntaista projektiota ulkopallon pin-
nalle, joten sen rakenteen olemassaoloa ei tarvitse todistaa.
Kun k = 4, jokaisessa kärjessä kohtaa kolme yhtä suurta kolmion kulmaa, joiden suuruus
on pi
2
. Tämä tapaus vastaa selvästi oktaedrin säteensuuntaista projektiota ulkopallon pin-
nalle, joten sen rakennetta ei tarvitse tutkia.
Kun k = 5, jokaisessa kärjessä kohtaa kolme yhtä suurta kolmion kulmaa, joiden suuruus
on 2pi
5
. Tämä tapaus vastaa selvästi ikosaedrin säteensuuntaista projektiota ulkopallon
pinnalle, joten myöskään sen rakennetta ei tarvitse tutkia.




Pallon vaipan jaot yhteneviin
tasakylkisiin ei-tasasivuisiin
kolmioihin
Tässä luvussa käydään läpi kaikki pallon vaipan yhteneväiskolmioiset jaot, joissa kolmiot
ovat tasakylkisiä, mutta eivät tasasivuisia. Niissä on siis lauseen 3.23 mukaan täsmälleen
kaksi yhtä suurta kulmaa, jotka sijaitsevat vastapäätä yhtäpitkiä kylkiä. Pallojakojen
muodostamisen kannalta tilanne on tasasivuisten kolmioiden jakoja monimutkaisempi,
minkä vuoksi tarvitsemme luvun 5 lauseiden lisäksi ainoastaan tasakylkisten kolmioiden
pallojaon rakennetta kuvaavia tuloksia. Vaikka tasakylkisissä kolmioissa on mukaan kaksi
yhtä suurta kantakulmaa, voivat ne tietyisssä jaoissa esiintyä erilaisissa kärkipisteissä,
minkä vuoksi on tärkeää erottaa kantakulmat toisistaan merkitsemällä niitä eri kirjaimilla
β ja γ. Huippukulmaa merkitään kirjaimella α. Kirjaimia a ja b käytetään, kun käsitellään
huippukulman ja kantakulman suuruuksia.
Lause 7.1. Samassa kärkipisteessä olevien kahden huippukulman yhteinen vieruskulma
ei voi olla kantakulma.
Todistus. Merkitään huippukulmaa kirjaimella α ja kantakulmia kirjaimilla β ja γ. Nyt
sivujen pituuksille pätee |α, β| = |α, γ| 6= |β, γ|. Kuvassa 7 on kuvattuna kaikki neljä
mahdollista tapaa, joilla kolmion kantakulma β voi sijaita huippukulmien α välissä.
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kuva 7
Välissä olevaa kolmiota ei voida yhdistää molempiin muihin kolmioihin missään tilan-
teista, sillä toiset vastakkain asettuvista sivuista eivät ole yhtä pitkiä, niin kuin lause 5.4
vaatii. Tilanne on täysin identtinen, jos huippukulmien väliin yritetään sijoittaa toinen
kantakulma γ.
Lause 7.2. Jos kärkipisteessä on toistensa vieruskulmina kantakulmia, on niitä vierekkäin
aina parillinen määrä.
Todistus. Merkitään huippukulmaa kirjaimella α ja kantakulmia kirjaimilla β ja γ. Jäl-
leen sivujen pituuksille pätee |α, β| = |α, γ| 6= |β, γ|. Jos kantakulmia on vierekkäin pienin
pariton määrä eli yksi, on sen molemmilla puolilla oltava huippukulma, mikä on ristirii-
dassa lauseen 7.1 kanssa.
Todistetaan seuraavaksi, että muutkaan parittomat määrät eivät ole mahdollisia. Teh-
dään vastaoletus, että silloin, kun kantakulmia on vierekkäin enemmän kuin yksi, voi niitä
olla vierekkäin pariton määrä. Kuvassa 8 on vasemmalla kuvattuna tilanne, jossa kärki-
pisteessä on vierekkäin kolme kantakulmaa β.
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kuva 8
Kuten kuvassa vasemmalla nähdään, pelkästään kolmen kantakulman kärki ei ole mah-
dollinen, sillä vastakkain asettuvat sivut α, β ja β, γ eivät ole yhtä pitkiä. Huomataan
myös, että koska toinen näistä sivuista on kantasivu, ei siihen voida liittää muita sivuja
kuin toinen kantasivu, jolloin kärkeen on samalla pakko liittää yksi kantakulma β tai γ.
Tällöin kantakulmia on vierekkäin parillinen määrä, mikä on ristiriidassa vastaoletuksen
kanssa.
Kaikki muut vierekkäisten parittomien kantakulmien tilanteet saadaan lisäämällä ku-
vassa vasemmalla olevaan kolmen kantakulman kärjen avoinna olevaan väliin toistuvasti
kuvassa oikealla oleva kahden kolmion pari. Selvästi päädytään jälleen samaan tilantee-
seen, jossa sivuja ei voida yhdistää muutoin kuin lisäämällä kärkeen yksi kantakulma,
jolloin päädytään samaan ristiriitaan vastaoletuksen kanssa. Täten kärkipisteessä on tois-
tensa vieruskulmina aina parillinen määrä kantakulmia.
Lause 7.3. Pallon vaipan yhteneväiskolmioisessa jaossa tasakylkisiin pallokolmioihin on
enintään kahdenlaisia erilaisia kärkipisteitä.
Todistus. Lauseen 3.23 mukaan tasakylkisillä pallokolmioilla on kaksi yhtä suurta kulmaa
ja lauseen 5.12 mukaan kolmenlaisia kärkipisteitä voi vaipan jaossa olla vain, jos mitkään
kaksi kolmion kulmista eivät ole yhtä suuria. Koska erilaisia kärkipisteitä ei voi lauseen
5.11 mukaan olla enempää kuin kolme, on pallon vaipan yhteneväiskolmioisessa jaossa
tasakylkisiin pallokolmioihin enintään kahdenlaisia erilaisia kärkipisteitä.
Pallon vaipan tasakylkisessä yhteneväiskolmioisesssa jaossa on siis joko kahdenlaisia
kärkipisteitä tai yhdenlaisia kärkipisteitä. Listataan lauseiden 5.13 ja 5.14 mukaiset eri-
laiset vaihtoehdot:
I Jaossa on vain yhdenlaisia kärkipisteitä ja niissä esiintyvät kaikki kolme kolmion
kulmaa.
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II Jaossa on kahdenlaisia kärkiä niin, että toiset koostuvat pelkistä huippukulmista ja
toiset pelkistä kantakulmista.
III Jaossa on kahdenlaisia kärkipisteitä niin, että toiset koostuvat pelkistä kantakul-
mista ja toiset huippukulmista ja toisista kantakulmista.
Käydään ensiksi läpi vaihtoehto I:
Lause 7.4. Jos pallon vaipan tasakylkisessä ei-tasasivuisessa yhteneväiskolmioisessa jaos-
sa on vain yhdenlaisia kärkipisteitä, ainoa mahdollinen jako on
a = x, b = pi − x
2
, f = 4,
missä a on huippukulman suuruus, b kantakulman suuruus, x 6= 2
3
pi mielivaltainen asteluku
väliltä (0, pi) ja f kolmioiden määrä.
Todistus. Oletetaan, että pallon vaipan tasakylkisessä ei-tasasivuisessa yhteneväiskolmioi-
sessa jaossa on vain yhdenlaisia kärkipisteitä. Lauseen 5.14 mukaan tämä voi päteä, jos
ja vain jos kaikki kulmat α, β ja γ esiintyvät samassa kärkipisteessä tai kaikki kulmat
ovat yhtä suuria. Jälkimmäinen ehto ei voi päteä, sillä tutkittavat kolmiot eivät ole tasa-
sivuisia. Näin ollen jaossa on vain yhdenlaisia kärkipisteitä ja kaikkien kolmion kulmien
on esiinnyttävä niissä.
Tutkitaan millaisessa järjestyksessä kulmat α, β ja γ voivat samassa kärjessä esiintyä.




Lauseen 5.7 mukaan kaikki kolmion kulmat eivät voi esiintyä kahdesti tai useammin sa-
massa kärjessä, joten riittää tutkia alle viiden kulman pituiset jaksot vaihtoehdoista (i)
ja (ii). Huomataan, että myös kaikki viiden ja neljän kulman vaihtoehdot voidaan hylä-
tä, sillä niissä joko eivät esiinny kaikki kolmion kulmat α, β ja γ tai ne ovat ristiriidassa
lauseiden 5.10, 7.1 tai 7.2 kanssa. Näin ollen ainoa jäljelle jäävä jakso, jossa kaikki kol-
mion kulmat esiintyvät, on αβγ. Kaikissa pallojaon kärjissä siis esiintyvät kaikki kolmion
kulmat täsmälleen kerran. Tällöin kolmion kulmien summalle pätee lauseen 5.5 mukaisesti
(7.5) a + b + b = 2pi,
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missä a on huippukulman suuruus ja b kantakulman suuruus. Sijoittamalla kulmien sum-
man yhtälöön (5.2) saamme
4pi
f
= 2pi − pi = pi ⇔ f = 4,
missä f on pallojaon kolmioiden määrä. Kun tiedämme minkälaisia kaikki yhteneväiskol-
mioisen pallojaon kärkipisteet ovat ja kuinka monesta kolmiosta jako koostuu, voimme
helposti tutkia jaon rakennetta kuvaavamalla sitä verkolla. Kuvassa 9 on ainoa mahdol-
linen rakennetta kuvaava verkko tasossa ja pallon pinnalla. Kuten nähdään, rakenne on
samanlainen kuin tetraedrillä.
kuva 9
Koska kolmiot eivät ole tasasivuisia, pätee a 6= b. Yhdistämällä tämä yhtälöön 7.5 ja
merkitsemällä kulman a suuruutta muuttujalla x, saamme kulmien suuruuksiksi
a = x, b = pi − x
2
,
missä x 6= 2
3
pi ja x ∈ (0, pi).
Tutkitaan seuraavaksi kärkikulmavaihtoehtoa II, eli niitä tasakylkisiä yhteneväiskol-
mioisia jakoja, joissa on kahdenlaisia kärkiä, joista toiset koostuvat pelkistä huippukulmis-
ta ja toiset pelkistä kantakulmista. Koska kantakulmien vieruskulmina on vain kantakul-
mia, sijaitsevat kaikki kantakulmat jaossa symmetrisesti, jolloin molempia kantakulmia
voidaan merkitä samalla symbolilla β.
Lause 7.6. Jos pallon vaipan tasakylkisessä ei-tasasivuisessa yhteneväiskolmioisessa jaos-
sa on vain kahdenlaisia kärkipisteitä niin, että toiset koostuvat huippukulmista ja toiset
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, f = 2n,
missä a on huippukulman suuruus, b on kantakulman suuruus, f on kolmioiden määrä ja
n ∈ Nr {0, 1, 2, 4}.
Todistus. Merkitään huippukulman suuruutta kirjaimella a ja kantakulman suuruutta
kirjaimella b. Lauseista 5.5 ja 5.6 seuraa huippukulmista koostuvan kärkipisteen kulmien
summalle
(7.7) m · a = 2pi ⇔ a = 2pi
m
,
missä m ∈ N r {0, 1, 2}.
Lauseista 5.5, 5.6 ja 7.2 seuraa kantakulmista koostuvan kärkipisteen kulmien sum-
malle
(7.8) 2k · b = 2pi ⇔ k · b = pi ⇔ b = pi
k
,
missä k ∈ Nr {0, 1}. Lauseen 3.15 mukaan kolmion kulmien summalle a + b + b pätee
pi < a + b + b < 3pi ⇔ pi < a + 2b < 3pi.














missä m ∈ Nr {0, 1, 2} ja k ∈ Nr {0, 1}. Kolmioiden tasasivuttomuudesta seuraa a 6= b,
joten yhtälöiden (7.7) ja (7.8) perusteella pätee 2k 6= m. Lisäksi, koska lauseen 3.16













⇔ k < 3,
missä m ∈ N r {0, 1, 2} ja k ∈ N r {0, 1}. Kaikki yhtälön (7.9) ratkaisut saadaan nyt
sijoittamalla yhtälöön kaikki mahdolliset muuttujan k arvot 2, 3, 4 ja 5 ja ratkaisemalla
m. Lopuksi hylätään ne ratkaisut, joille ei päde m ∈ N r {0, 1, 2} ja 2k 6= m. Loput
yhtälön (7.9) ratkaisut saadaan sijoittamalla kaikki mahdolliset muuttujan m arvot ja
toimimalla vastaavasti. Yhtälön (7.9) kaikki ratkaisut muodossa (m, k) ovat
(3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3), (5, 3) ja (n, 2),
missä n ∈ Nr {0, 1, 2, 4}. Yhtälöiden (7.7), (7.8) ja (5.2) avulla saamme laskettua kaikil-
le ratkaisuille huippukulmat a, kantakulmat b ja mahdollisen jaon kolmioiden määrän f .
Riittää siis tutkia, millaisia näiden mahdollisten jakojen rakenteet ovat ja näyttää, että
saadaan määritelmän 4.3 mukaista jakoa kuvaava verkko, jossa on oikea määrä kolmioita
ja vain vaadittuja kärkipisteitä. Käydään yhtälön (7.9) ratkaisut läpi yksi kerrallaan:
• Kun m = 3 ja k = 3, pätee a = 2pi
3
, b = pi
3
ja f = 12. Jakoa kuvaava verkko on
esitelty kuvassa 10.
kuva 10
Kun kyljet yhdistyvät nuolten osoittamalla tavalla, saadaan kahdentoista kolmion
umpinainen verkko, joka toteuttaa kärkipisteitä ja kolmioiden määrää koskevat eh-
dot. Kuvassa 11 on kuvattuna jako pallon pinnalla.
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kuva 11
• Kun m = 3 ja k = 4, pätee a = 2pi
3
, b = pi
4
ja f = 24. Jakoa kuvaava verkko on
esitelty kuvassa 12, johon on selvyyden vuoksi merkitty vain huippukulmat α.
kuva 12
Kun kyljet yhdistyvät nuolten osoittamalla tavalla, saadaan kahdenkymmenennel-
jän kolmion umpinainen verkko, joka toteuttaa kärkipisteitä ja kolmioiden määrää
koskevat ehdot. Kuvassa 13 on kuvattuna jako pallon pinnalla.
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kuva 13
• Kun m = 3 ja k = 5, pätee a = 2pi
3
, b = pi
5
ja f = 60. Jakoa kuvaavasta verkosta
puolet on esitelty kuvassa 14, johon on selvyyden vuoksi merkitty vain huippukulmat
α.
kuva 14
Kun puolikkaan verkon päälle asetetaan toinen samanlainen puolikas asettaen kan-
tasivut vastakkain, saadaan kuudenkymmenen kolmion umpinainen verkko, joka
toteuttaa kärkipisteitä ja kolmioiden määrää koskevat ehdot. Kuvassa 15 on kuvat-
tuna kyseinen jako pallon pinnalla.
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kuva 15
• Kun m = 4 ja k = 3, pätee a = pi
2
, b = pi
3
ja f = 24. Jakoa kuvaava verkko esitellään
kuvassa 16, johon on selvyyden vuoksi merkitty vain huippukulmat α.
kuva 16
Kun verkon ulkoreunalla olevat kantasivut yhdistetään nuolien kuvaamalla tavalla
saadaan kahdenkymmenenneljän kolmion umpinainen verkko, joka toteuttaa kär-




• Kun m = 5 ja k = 3, pätee a = 2pi
5
, b = pi
3
ja f = 60. Jakoa kuvaavan verkon puolikas
esitellään kuvassa 18, johon on selvyyden vuoksi merkitty vain huippukulmat α.
kuva 18
Puolikkaan verkon päälle voidaan asettaa toinen puolikas niin, että kaikki ulkoreu-
nojen kymmenen kantasivua yhdistyvät toisiinsa. Tätä puolikasta tulee kuitenkin
kiertää kymmenesosa kokonaisesta kierroksesta, jotta kärkipisteitä koskevat ehdot
toteutuvat. Näin saadussa umpinaisessa verkossa on kuusikymmentä kolmiota, joten
rakenne toteuttaa kaikki vaaditut ehdot. Kuvassa 19 esitellään jako pallon pinnalla.
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kuva 19
• Kun m = n ja k = 2, missä n ∈ Nr{0, 1, 2, 4}, pätee a = pi
n
, b = pi
2
ja f = 2n. Jakoa
muuttujan n arvolla 3 kuvaava verkko esitellään vasemmalla kuvassa 20. Oikealla
on kahdesta jaon kolmiosta muodostettu pallokaksikulmio.
kuva 20
Vasemmalla olevan verkon ulkoreunalla olevat kantasivut nuolten mukaisesti toisiin-
sa yhdistämällä saadaan kuuden kolmion umpinainen verkko, joka toteuttaa kär-
kipisteitä ja kolmioiden määrää koskevat ehdot. Vasemmalla olevaan verkkoon voi-
daan myös liittää mielivaltainen määrä kuvassa 20 oikealla olevia kaksikulmiota ja
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jälleen saadaan kaikki ehdot toteuttava verkko, kun yhdistetään verkon ulkoreunan
kantasivut. Kuvassa 21 esitellään jako pallon pinnalla muuttujan n arvolla 8.
kuva 21
Näin olemme näyttäneet, että jokaiseen yhtälön (7.9) ratkaisuun liittyy pallon vaipan
tasakylkinen yhteneväiskolmioinen jako, joten lause 7.6 pätee.
Käydään seuraavaksi läpi viimeiset kahden kärkikulman tasasivuiset yhteneväiskol-
mioiset jaot eli vaihtoehto III, joka tarkoittaa niitä tasakylkisiä yhteneväiskolmioisia ja-
koja, joissa on kahdenlaisia kärkiä, joista toiset koostuvat pelkistä kantakulmista ja toiset
huippu- ja kantakulmista.
Lause 7.10. Jos pallon vaipan tasakylkisessä ei-tasasivuisessa yhteneväiskolmioisessa
jaossa on kahdenlaisia kärkipisteitä, joista toiset koostuvat pelkistä kantakulmista ja toiset
huippu- ja kantakulmista, ainoat mahdolliset jaot ovat





, f = 4n,
missä a on huippukulman suuruus, b kantakulman suuruus, n ∈ N r {0, 1, 2} ja f kol-
mioiden määrä.
Todistus. Merkitään huippukulmaa symbolilla α, samassa kärjessä huippukulman kanssa
esiintyvää kantakulmaa symbolilla β ja omat kärkensä muodostavaa kantakulmaa symbo-
lilla γ. Tutkitaan millaisessa järjestyksessä huippukulmat α kantakulmat β voivat samas-






Vaihtoehdossa (i) voidaan rajautua tutkimaan alle kuuden kulman pituisia jaksoja, sillä
muuten samassa kärjessä olevien kulmien summa on suurempi kuin 2pi, mikä on risti-
riidassa lauseen 5.5 kanssa. Alle kolmen kulman mittaiset jaksot taas ovat ristiriidassa
lauseen 5.6 kanssa ja viiden kulman mittaiset jaksot lauseen 5.10 kanssa. Jäljelle jäävät
siis vain kolmen ja neljän kulman pituiset jaksot, joista vain αββ ja αββα eivät ole risti-
riidassa lauseen 5.10 kanssa.
Tutkitaan vaihtoehtoa (ii). Huomataan, että voidaan rajautua tutkimaan alle kahdek-
san kulman pituisia jaksoja, sillä muuten samassa kärjessä olevien kulmien summa on
suurempi kuin 2pi, mikä on ristiriidassa lauseen 5.5 kanssa. Alle kolmen kulman mittaiset
jaksot taas ovat ristiriidassa lauseen 5.6 kanssa ja kaikki seitsemän, kuuden ja viiden kul-
man mittaiset jaksot lauseen 5.10 kanssa. Jäljelle jäävistä vaihtoehdoista taas vain αββ
ja αββα eivät ole ristiriidassa lauseen 5.10 kanssa.
Tutkitaan onko kärkipisteisiin αββ liittyvä pallon yhteneväiskolmioinen jako tasakyl-
kisiin kolmioihin rakenteellisesti mahdollinen.
Oletetaan, että pallojaossa on kärkipisteitä αββ, jolloin toiset kärkipisteet koostuvat
tietystä määrästä kulmia γ. Nyt kärkipisteissä αββ on kaksi kulmaa β vierekkäin. Täl-
löin joko kahden vierekkäisen kolmion sivut γ, β tai α, β ovat vastakkain. Molemmissa
tapauksissa kahden β-kulman kärki tulee täydentää yhdellä huippukulmalla α. Saadaan
kaksi tilannetta, jotka on esitetty kuvassa 22.
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kuva 22
Vasemmalla olevassa tilanteessa huippukulman α lisääminen johtaa siihen, että kulma
α kohtaa samassa kärjessä kulman γ, mikä on ristiriidassa alkuperäisen oletuksen kanssa.
Oikealla olevassa tilanteessa huippukulman α lisääminen johtaa siihen, että kulma β koh-
taa samassa kärjessä kulman γ, mikä on myös ristiriidassa alkuperäisen oletuksen kanssa.
Lisäksi oikealla olevassa tilanteessa vastakkain asettuvat sivut eivät ole yhtä pitkiä, mikä
ristiriidassa lauseen 5.4 kanssa. Siis kärkipisteisiin αββ liittyvä pallon yhteneväiskolmioi-
nen jako tasakylkisiin kolmioihin ei ole rakenteellisesti mahdollinen.
Tutkitaan seuraavaksi onko kärkipisteisiin αββα liittyvä pallon yhteneväiskolmioinen
jako tasakylkisiin kolmioihin rakenteellisesti mahdollinen.
Oletetaan, että pallojaossa on kärkipisteitä αββα, jolloin toiset kärkipisteet koostuvat
tietystä määrästä kulmia γ. Neljä kolmiota voivat muodostaa kärjen αββα täsmälleen
yhdellä tavalla. Lisäksi kulmien γ muodostamassa kärjessä tulee lauseiden 5.6 ja 7.2 pe-
rusteella olla kulmia parillinen määrä ja vähintään neljä. Koska neljän kolmion asetelman
neljää γ-kulmaa ei voida lauseen 5.6 perusteella yhdistää toisiinsa tulee asetelmaan lisätä
vähintään neljä kolmiota. Tutkitaan miten tämä onnistuu. Tilanne on esitetty kuvassa 23.
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kuva 23
Kuten kuvan vasemmasta puolesta nähdään, lisäämällä neljä kolmiota alkuperäiseen nel-
jän kolmion asetelmaan ja yhdistämällä nuolten mukaiset sivut saadaan kaikki pallojaon
ehdot toteuttava rakenne. Tämä ei kuitenkaan ole ainoa kärkipisteisiin αββα liittyvä jako.
Rakennetta kuvaavaan verkkoon voidaan nuolten mukaisesti liittää mielivaltainen määrä
kuvasssa oikealla olevia neljän kolmion asetelmia ja aina saadaan kaikki pallojaon ehdot
toteuttava rakenne. Näin ollen kaikki pallon vaipan tasakylkiset ei-tasasivuiset yhtene-
väiskolmioiset jaot, joiden toiset kärkipisteet koostuvat pelkistä kantakulmista ja toiset
huippu- ja kantakulmista ovat.





, f = 4n,
missä a on huippukulman suuruus, b kantakulman suuruus, n ∈ N r {0, 1, 2} ja f kol-
mioiden määrä.





Pallon vaipan jaot yhteneviin
ei-tasakylkisiin kolmioihin
Ei-tasakylkinen kolmio tarkoittaa kolmiota, jonka mitkään kaksi sivua eivät ole yhtä pit-
kiä. Tällöin lauseen 3.23 perusteella mitkään kaksi kolmion kulmaa eivät ole yhtä suuria.
Voidaan merkitä α > β > γ, missä α, β ja γ ovat kolmion kulmat. Ennen kuin tutkitaan
pallon vaipan jakoja yhteneviin ei-tasakylkisiin kolmioihin, esitellään pari hyödyllistä vain
ei-tasakylkisiä kolmioita koskevaa lausetta.
Lause 8.1. Kahdella samassa kärjessä esiintyvällä samalla kolmion kulmalla ei voi olla
yhteisenä vieruskulmana jotain muuta kolmion kulmaa.
Todistus. Merkitään kolmion kulmia kirjaimilla α, β ja γ. Oletetaan, että kolmiot ovat ei-
tasakylkisiä. Tehdään vasta-oletus, että kulmien α yhteinen vieruskulma on β. Koska kol-
mio on ei-tasakylkinen, pätee sivujen pituuksille |α, β| 6= |α, γ| 6= |β, γ| 6= |α, β|. Kuvassa




Kuten nähdään, kaikissa tapauksissa eripituiset sivut asettuvat vastakkain, mikä on ris-
tiriidassa lauseen 5.4 kanssa. Näin ollen kahdella samassa kärjessä esiintyvällä kulmalla
α ei voi olla yhteisenä vieruskulmana kulmaa β. Koska todistus ei riipu siitä mitkä kaksi
kolmion kulmista valittiin, pätee väite selvästti kaikille ei-tasakylkisten kolmioiden kul-
mille.
Lause 8.2. Jos kärkipisteessä esiintyy vain yhtä kolmion kulmista, on siinä niitä parilli-
nen määrä.
Todistus. Merkitään kolmion kulmia kirjaimilla α, β ja γ. Oletetaan, että kolmiot ovat
ei-tasakylkisiä ja, että yhdessä kärkipisteessä esiintyy vain yhtä kolmion kulmista. Olkoon
tämä kulma α. Koska kolmio on ei-tasakylkinen, pätee sivujen pituuksille
|α, β| 6= |α, γ| 6= |β, γ| 6= |α, β|.
Tehdään vasta-oletus, jonka mukaan kärki koostuu paritomasta määrästä kulmia α. Jos
kärki koostuu vain yhdestä kulmasta α päädytään ristiriitaan lauseen 5.6 kanssa. Tut-
kitaan seuraaksi kuvassa 26 vasemmalla esitetty tilanne, jossa kärki koostuu kolmesta
kulmasta α.
kuva 26
Kuten nähdään, kolmen kulman tapauksessa eripituiset sivut α, β ja α, γ asettuvat vastak-
kain, mikä on ristiriidassa lauseen 5.4 kanssa. Näin ollen kahdella samassa kärjessä esiin-
tyvällä kulmalla α ei voi olla yhteisenä vieruskulmana kulmaa β. Koska todistus ei riipu
siitä mitkä kaksi kolmion kulmista valittiin, pätee väite selvästti kaikille ei-tasakylkisten
kolmioiden kulmille.
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Pallon vaipan ei-tasakylkisessä yhteneväiskolmioisesssa jaossa on lauseen 5.11 mukaan
enintään kolmenlaisia kärkipisteitä. Listataan lauseiden 5.12, 5.13 ja 5.14 mukaiset erilai-
set kärkipistevaihtoehdot:
I Jaossa on vain yhdenlaisia kärkipisteitä ja niissä esiintyvät kaikki kolme kolmion
kulmaa.
II Jaossa on kahdenlaisia kärkiä niin, että toisissa esiintyy vain yhtä kolmion kulmista
ja toiset koostuvat kahdesta muusta.
III Jaossa on kolmenlaisia kärkipisteitä niin, että jokaisessa esiintyy vain yhtä kolmion
kulmista.
Käydään ensiksi läpi vaihtoehto I:
Lause 8.3. Jos pallon vaipan ei-tasakylkisessä yhteneväiskolmioisessa jaossa on vain yh-
denlaisia kärkipisteitä, ainoa mahdollinen jako on
a = x, b = y, c = pi − x− y, f = 4,
missä a, b ja c ovat kulmien suuruudet, f kolmioiden määrä, x ja y mielivaltaisia astelu-
kuja väliltä (0, pi), joille x 6= y 6= pi − x− y 6= x.
Todistus. Oletetaan, että pallon vaipan ei-tasakylkisessä yhteneväiskolmioisessa jaossa on
vain yhdenlaisia kärkipisteitä. Lauseen 5.14 mukaan tämä voi päteä, jos ja vain jos kaikki
kulmat α, β ja γ esiintyvät samassa kärkipisteessä tai kaikki kulmat ovat yhtä suuria.
Jälkimmäinen ehto ei voi päteä, sillä tutkittavat kolmiot eivät ole tasasivuisia. Näin ollen
pallojaossa on vain yhdenlaisia kärkipisteitä ja kaikkien kolmion kulmien on esiinnyttävä
niissä.
Tutkitaan millaisessa järjestyksessä kulmat α, β ja γ voivat samassa kärjessä esiintyä.





Lauseen 5.7 mukaan kaikki kolmion kulmat eivät voi esiintyä kahdesti tai useammin sa-
massa kärjessä, joten riittää tutkia alle viiden kulman pituiset jaksot vaihtoehdoista (i)
ja (ii). Huomataan, että myös kaikki viiden ja neljän kulman vaihtoehdot voidaan hylä-
tä, sillä niissä joko eivät esiinny kaikki kolmion kulmat α, β ja γ tai ne ovat ristiriidassa
lauseiden 5.10, 8.1 tai 8.2 kanssa. Näin ollen ainoa jäljelle jäävä jakso, jossa kaikki kol-
mion kulmat esiintyvät, on αβγ. Kaikissa pallojaon kärjissä siis esiintyvät kaikki kolmion
kulmat täsmälleen kerran. Tällöin kolmion kulmien summalle pätee lauseen 5.5 mukaisesti
(8.4) a + b + c = 2pi,




= 2pi − pi = pi ⇔ f = 4,
missä f on pallojaon kolmioiden määrä. Kun tiedämme minkälaisia kaikki yhteneväiskol-
mioisen pallojaon kärkipisteet ovat ja kuinka monesta kolmiosta jako koostuu, voimme
helposti tutkia jaon rakennetta kuvaavamalla sitä verkolla. Kuvassa 27 on ainoa mahdol-
linen rakennetta kuvaava verkko tasossa ja pallon pinnalla. Kuten nähdään, rakenne on
samanlainen kuin tetraedrillä.
kuva 27
Koska kolmiot eivät ole tasakylkisiä, pätee a 6= b 6= c 6= a. Yhdistämällä tämä yhtälöön
8.4 saamme
a = x, b = y, c = pi − x− y, f = 4,
missä a, b ja c ovat kulmien suuruudet, f kolmioiden määrä, x ja y mielivaltaisia astelukuja
väliltä (0, pi), joille x 6= y 6= pi − x− y 6= x.
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Käydään seuraavaksi läpi vaihtoehtoon II liittyvät pallojaot, eli sellaiset pallojaot,
joissa on kahdenlaisia kärkiä niin, että toisissa esiintyy vain yhtä kolmion kulmista ja
toiset koostuvat kahdesta muusta.
Lause 8.5. Jos pallon vaipan ei-tasakylkisessä yhteneväiskolmioisessa jaossa on vain kah-




, b = x, c = pi − x, f = 4n,
missä a, b ja c ovat kulmien suuruudet, f kolmioiden määrä, n ∈ N r {0, 1} ja x mieli-
valtainen asteluku väliltä (0, pi), jolle pätee
pi
n
6= x 6= pi − x.
Todistus. Oletetaan, että pallon vaipan ei-tasakylkisessä yhteneväiskolmioisessa jaossa on
kahdenlaisia kärkipisteitä. Lauseen 5.13 mukaan tämä voi päteä, jos ja vain jos yhdessä
kärkipisteessä esiintyy täsmälleen kahta kolmion kulmista α, β ja γ, toisessa vain yhtä ja
kaikki kolmion kulmista eivät ole keskenään yhtä suuria. Mitkään kulmista eivät voi olla
yhtä suuria, sillä tutkittavat kolmiot eivät ole tasasivuisia. Näin ollen jaon kahdenlaisista
kärkipisteistä toisissa esiintyy täsmälleen kahta kolmion kulmista α, β ja γ ja toisissa vain
yhtä. Olkoon α kulmista se, joka muodostaa omat kärkipisteet.
Tutkitaan millaisessa järjestyksessä kulmat β ja γ voivat yhteisessä kärjessään esiintyä.
Lauseista 5.10, 8.1 ja 8.2 seuraa, että ainoa mahdollinen järjestys on
...ββγγββγγ...
Lauseen 5.6 mukaan kärkipisteessä kohtaa vähintään kolme kulmaa. Kaikki kolmen
kulman vaihtoehdot ovat kuitenkin ristiriidassa lauseen 8.1 kanssa, joten voidaan rajautua
tutkimaan sitä pidempiä jaksoja. Huomataan, kaikki mahdolliset kulmien lukumäärät
ovat muotoa 4k, missä k ∈ N r {0}. Muuten päädytään ristiriitaan lauseen 5.10 kanssa.
Nyt kolmion kulmien summalle pätee lauseen 5.5 mukaisesti
(8.6) 2kb + 2kc = 2pi ⇔ b + c = pi
k
,
missä b ja c ovat kolmion kulmien β ja γ suuruudet ja k ∈ N r {0}. Merkitään oman
kärkensä muodostavan kulman α suuruutta kirjaimella a. Lauseen 8.2 mukaan sille pätee




missä n ∈ Nr {0, 1, 2}. Lauseen 3.15 mukaan kolmion kulmien summalle a+ b+ c pätee
pi < a + b + c < 3pi.

































⇔ k < 2.
Koska k ∈ Nr {0}, niin ainoa ratkaisu on k = 1. Kulmien β ja γ muodostamassa kärki-
pisteessä kohtaa siis neljä kulmaa järjestyksessä ββγγ. Mahdollisen pallojaon kolmioiden
lukumäärän f saamme sijoittamalla yhtälöön (5.2) summan b+c yhtälöstä (8.6) ja kulman





















⇒ f = 4n.
Tutkitaan onko tällainen pallojako rakenteellisesti mahdollinen. Kuvassa 28 esitetään ra-
kenteeseen liittyvä verkko.
kuva 28
Kuvassa vasemmalla olevasta verkosta saadaan pallojakoa kuvaava verkko, kun sivut yh-
distetään toisiinsa kaarevien nuolten kuvaamalla tavalla. Verkkoon voidaan myös ennen
sivujen yhdistämistä lisätä mielivaltainen määrä kuvassa oikealla olevia neljän kolmion





, b = x, c = pi − x, f = 4n,
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missä a, b ja c ovat kulmien suuruudet, f kolmioiden määrä, n ∈ Nr {0, 1} ja x mielival-
tainen asteluku väliltä (0, pi), jolle pätee
pi
n
6= x 6= pi − x.
Kuvassa 29 on esitetty kyseinen pallojako, kun n = 4.
kuva 29
Käydään lopuksi läpi vaihtoehto III. Eli sellaiset pallon ei-tasakylkiset yhteneväistahkoiset
kolmiojaot, joissa on kolmenlaisia kärkiä niin, että kaikissa esiintyy vain yhtä kolmion
kulmista.
Lause 8.8. Jos pallon vaipan ei-tasakylkisessä yhteneväiskolmioisessa jaossa on kolmen-




















, f = 120
missä a, b ja c ovat kulmien suuruudet ja f kolmioiden määrä.
Todistus. Kun kärkipisteessä esiintyy vain yhtä kolmion kulmista, on siinä lauseen 8.2
mukaan niitä parillinen määrä. Koska lauseen 5.5 mukaan samassa kärjessä kohtaavien
kulmien summa on 2pi, voidaan merkitä
(8.9) 2k · a = 2pi, 2m · b = 2pi, 2n · c = 2pi
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missä a, b ja c ovat kulmien α, β ja γ suuruudet ja k,m, n ∈ N. Koska lauseen 5.6
mukaan samassa kärjessä esiintyy vähintään kolme kulmaa, pätee k,m, n ∈ N r {0, 1}.










Koska kolmiot eivät ole tasakylkisiä, pätee a 6= b 6= c, josta seuraa k 6= m 6= n. Olkoon
kulmien kokojärjestys a > b > c, jolloin k < m < n. Koska kulma a on kulmista suurin






⇒ k < 3.
Koska k ∈ N r {0, 1}, on ainoa mahdollinen epäyhtälön ratkaisu k = 2. Nyt m < n
ja m,n ∈ N r {0, 1, 2}. Muodostetaan lauseen 3.15 avulla epäyhtälöpari, jonka avulla













2 < m < n, missä m,n ∈ Nr {0, 1, 2}.














2 < m < n, missä m,n ∈ Nr {0, 1, 2}.




arvo pienenee nopeasti. Epäyhtä-
löparin mahdolliset ratkaisut voidaan siis löytää nopeasti käymällä läpi pienimmät muut-
tujan m arvot ja ratkaisemalla n. Koska 2 < m, pienin mahdollinen muuttujan m arvo
on 3. Kun sijoitetaan epäyhtälöpariin m = 3, saadaan n = 4 tai n = 5. Kun sijoitetaan




vähenee, kun m ei epäyh-
tälöparilla ole muita ratkaisuja kuin m = 3, n = 4 ja m = 3, n = 5. Tutkitaan seuraavaksi
ovatko ratkaisuihin liittyvät pallojaot rakenteellisesti mahdollisia.
• Kun k = 2, m = 3 ja n = 4, saadaan a = pi
2
, b = pi
3
, c = pi
4
ja yhtälön (5.2) avulla
f = 48. Puolet jakoa kuvaavasta verkosta on esitelty kuvassa 30.
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kuva 30
Kun kuvassa olevan verkonpuolikkaan päälle asetetaan samassa asennossa toinen
samanlainen, saadaan umpinainen verkko, jossa on oikea määrä kolmioita ja kol-
mioiden kulmat kohtaavat vain vaaditunlaisissa kärkipisteissä. Kuvassa 31 esitetään
sama jako pallon pinnalla.
kuva 31
48
• Kun k = 2, m = 3 ja n = 5, saadaan a = pi
2
, b = pi
3
, c = pi
5
ja yhtälön (5.2) avulla
f = 120. Puolet jakoa kuvaavasta verkosta on esitelty kuvassa 32.
kuva 32
Kun kuvassa olevan verkonpuolikkaan päälle asetetaan kymmenesosakierroksen ver-
ran kierretty toinen samanlainen, saadaan umpinainen verkko, jossa on oikea määrä
kolmioita ja kolmioiden kulmat kohtaavat vain vaaditunlaisissa kärkipisteissä. Ku-







Pallon vaipan yhteneväiskolmioisen jaon kuvaaminen monitahokkaaksi säilyttää tahkojen,
särmien ja kärkipisteiden väliset rakenteet, jotka esiteltiin luvuissa 6, 7 ja 8. Emme kuiten-
kaan tiedä monitahokkaan tarkkoja mittoja, eli sitä minkä muotoisia tahkokolmiot ovat.
Tässä luvussa esitetään menetelmä, jonka avulla saadaan määritettyä monitahokkaan sär-
mien pituuksien keskinäinen suhde. Pituudet määritettään suhteena ulkopallon säteeseen,
jolloin on myös helppo hahmottaa tahkojen koko suhteessa koko monitahokkaaseen. Mitä
lyhyemmät särmät säteeseen nähden, sitä pyöreämpi pallomainen yhteneväistahokas.
Luvussa 4 esiteltiin miten pallon vaipan kolmiojako kuvataan monitahokkaaksi yhdis-
tämällä pallokolmioiden sivujen päätepisteet janoilla. Luvuissa 6, 7 ja 8 esiteltyjen kol-
miojakojen kolmioista tiedämme kuitenkin vain kulmien suuruudet. Täytyy siis selvittää
miten sivujen pituudet saadaan määritettyä kulmien suuruuksista. Tämän lisäksi tutki-
taan miten monitahokkaan tahkon sivun pituus riippuu pallokolmion sivuna toimivan
isoympyrän kaaren pituudesta.
Lause 9.1. Pallokolmion kulmien a, b ja c vastinsivujen A, B ja C pituudet ovat
A = arccos
(
cos a + cos b cos c





cos b + cos c cos a





cosc + cos a cos b




Todistus. Väite seuraa suoraan lauseesta 3.19 eli pallotrigonometrian pintakulmien kosi-
nilauseesta kuvaamalla yhtälön molemmat puolet arccos-funktiolla. Näin voidaan tehdä
sillä, kosinin arvojoukko [−1, 1] on arccos-funktion määrittelyjoukko ja arcos(cos x) = x,
koska isoympyrän kaarien pituudet ovat aina pienempiä kuin pi.
Lause 9.2. Jos pallon yhteneväiskolmioisen jaon särmän pituus on A, on vastaavan pal-
lomaisen yhteneväistahokkaan sivun pituus A′ = 2r sin(A
2
), missä r on sekä pallon, että
monitahokkaan ulkopallon säde.
Todistus. Pallon yhteneväiskolmioisen jaon särmät ovat isoympyrän kaaria, joihin jokai-
seen lauseen 4.2 mukaan liittyy säteen suuntaisen projektion käänteiskuvauksella täsmäl-
leen yksi kolmiulotteisen avaruuden jana. Jana saadaan yhdistämällä isoympyrän kaaren
päätepisteet. Nämä janat ovat pallomaisen monitahokkaan särmiä. Olkoon kaaren pituus
A ja pallon säde r. Merkitään kaaren päätepisteet yhdistävää janaa symbolilla A′. Jana A′
muodostaa pallon säteiden kanssa tasakylkisen kolmion, joka on kuvattuna vasemmalla
kuvassa 34.
kuva 34

















Lauseiden 9.1 ja 9.2 sekä lukujen 6, 7 ja 8 tulosten avulla voimme määrittää kaikkien
pallomaisten yhteneväistahokkaiden sivujen pituudet. Määritetään tässä luvussa esimerk-
kinä yhteen pallojakoon liittyvä monitahokas. Loppujen pallomaisten yhteneväistahokkai-
den sivujen pituudet esitellään luvussa 10.
Esimerkki 9.3. Tutkitaan tasakylkistä pallojakoa a = pi
2
, b = pi
3
ja f = 24, missä a
on huippukulman ja b kantakulman suuruus ja määritetään siihen liittyvän pallomaisen
yhteneväistahokkaan sivujen pituudet. Lasketaan aluksi kulmien a ja b vastinsivujen eli










































Seuraavaksi lasketaan vastaavat monitahokkaan tahkojen sivujen pituudet A′ ja B′, eli
monitahokkaan särmien pituudet. Lauseen 9.2 avulla saadaan












r ≈ 1, 155 r
ja












Tämän pallomaisen yhteneväistahokkaan 24 tahkoa ovat siis tasakylkisiä kolmioita, joiden




r ja kylkisivut r, missä r on ulkopallon säteen pituus.






Tässä luvussa esitellään kaikki 15 pallomaista yhteneväistahokasta samassa järjestykses-
sä kuin vastaavat pallon kolmiojaot luvuissa 6, 7 ja 8. Siis ensin tahkoiltaan tasasivui-
set sitten tasakylkiset ei-tasasivuiset ja lopuksi ei-tasakylkiset. Kuvien lisäksi esitellään
kaikkien särmien pituudet suhteessa ulkopallon säteeseen. Särmien pituudet on laskettu
samalla menetelmällä kuin esimerkissä 9.3. Koska yhteneväistahokkaiden rakennetta ku-
vaavat verkot ovat samat kuin pallon kolmiojaoilla, niitä ei tässä luvussa esitetä, vaan
viitataan luvuissa 6, 7 ja 8 esittyihin kuviin. Tetraedrin, oktaedrin ja ikosaedrin lisäksi
myös monilla muilla pallomaisilla yhteneväistahokkailla on vakinaistunut Conwayn moni-
tahokasnotaatioon perustuva nimi. Tässä luvussa monitahokkaan tahkokolmioiden sivu-















r ≈ 1, 633 r, f = 4.
Tetraedrilla on neljä tahkoa, jotka kaikki ovat tasasivuisia kolmioita. Kärkipistei-







2 r ≈ 1, 414 r, b =
√
2 r ≈ 1, 414 r, c =
√
2 r ≈ 1, 414 r, f = 8.
Oktaedrilla on kahdeksan tahkoa, jotka kaikki ovat tasasivuisia kolmioita. Kärkipis-

























5) r ≈ 1, 051 r,
f = 20.
Ikosaedrin 20 tahkoa ovat tasasivuisia kolmioita. Kärkiä on 12, joissa kaikissa kohtaa
viisi kolmion kulmaa. Ikosaedri on kuvattuna kuvassa 37.
kuva 37







cos (x) + cos2 (pi − x
2
)































missä x 6= 2
3
pi on mielivaltainen asteluku väliltä (0, pi).
Toisin kuin kuin sivujen pituuksien ilmaiseminen säteen r suhteen antaa ymmärtää,
tasakylkisen ei-tasasivuisen tetraedrin rakenne on hyvin yksinkertainen. Sen neljä
tahkoa voivat olla mitä tahansa yhteneviä tasakylkisiä ei-tasasivuisia kolmioita. Kär-
kipisteitä on neljä, joissa kaikissa kohtaa kaksi kantakulmaa ja yksi huippukulma.
Tasakylkinen ei-tasasivuinen tetraedri muuttujan x arvolla pi
9
esitellään kuvassa 38.
















r ≈ 1, 155 r, f = 12.
Kuutionmuotoisen 12-tahokkaan tahkot ovat tasakylkisiä kolmioita. Kärkiä on kah-
denlaisia. Toisissa kohtaa kolme huippukulmaa α ja toisissa kuusi kantakulmaa β.
Kärkiä on 8, joista kumpaakin tyyppiä neljä. Tämä monitahokas on muodoltaan
kuutio, sillä kantasivuiltaan vierekkäiset tahkot ovat samassa tasossa jolloin niitä
voisi pitää myös yhtenä neliön muotoisena tahkona. Kyseinen kappale on kuiten-
kin määritelmän 2.1 mukainen 12-tahokas. Kuutionmuotoinen 12-tahokas esitellään






















3) r ≈ 0, 919 r,
f = 24.
Triakis-oktaedrin tahkot ovat tasakylkisiä kolmioita. Kärkiä on kahdenlaisia. Toisis-
sa kohtaa kolme huippukulmaa α ja toisissa kahdeksan kantakulmaa β. Kärkiä on
14, joista huippukulmien kärkiä neljä. Nimensä triakis-oktaedri on saanut siitä, että
se on kuin oktaedri, jonka tahkoille on asetettu sopivan korkuiset kolmiopohjaiset
pyramidit. Triakis-oktaedri esitellään kuvassa 40. Sen rakennetta kuvaava verkko




































r ≈ 0, 641 r,
f = 60.
Triakis-ikosaedrin tahkot ovat tasakylkisiä kolmioita. Kärkiä on kahdenlaisia. Toi-
sissa kohtaa kolme huippukulmaa α ja toisissa kymmenen kantakulmaa β. Kärkiä
on 32, joista huippukulmien kärkiä kaksikymmentä. Nimensä triakis-ikosaedri on
saanut siitä, että se on kuin ikosaedri, jonka tahkoille on asetettu sopivan korkuiset
kolmiopohjaiset pyramidit. Triakis-oktaedri esitellään kuvassa 41. Sen rakennetta









r ≈ 1, 155 r b = r, c = r, f = 60.
Tetrakis-kuution tahkot ovat tasakylkisiä kolmioita. Kärkiä on kahdenlaisia. Toi-
sissa kohtaa neljä huippukulmaa α ja toisissa kuusi kantakulmaa β. Kärkiä on 14,
joista huippukulmien kärkiä kuusi. Nimensä tetrakis-kuutio on saanut siitä, että se
on kuin kuutio, jonka tahkoille on asetettu sopivan korkuiset neliöpohjaiset pyrami-
dit. Triakis-oktaedri esitellään kuvassa 42. Sen rakennetta kuvaava verkko esiteltiin








































r ≈ 0, 641 r,
f = 60.
Pentakis-dodekaedrin tahkot ovat tasakylkisiä kolmioita. Kärkiä on kahdenlaisia.
Toisissa kohtaa viisi huippukulmaa α ja toisissa kuusi kantakulmaa β. Kärkiä on 32,
joista huippukulmien kärkiä 12. Nimensä pentakis-dodekaedri on saanut siitä, että se
on kuin dodekaedri, jonka tahkoille on asetettu sopivan korkuiset pyramidit, joiden
pohjat ovat säännöllisiä viisikulmioita. Pentakis-dodekaedri esitellään kuvassa 43.











2 r ≈ 1, 414 r c =
√
2 r ≈ 1, 414 r, f = 2n,
missä n ∈ Nr {0, 1, 2, 4}.
Säännöllisen kaksoispyramidin tahkot ovat tasakylkisiä kolmioita. Kärkiä on kah-
denlaisia. Toisissa kohtaa n kappaletta huippukulmaa α ja toisissa neljä kantakul-
maa β. Kärkien lukumäärä on n+2, joista huippukulmien kärkiä on 2. Säännöllinen
kaksoispyramidi on muodoltaan kuin kaksi pohjista toisiinsa liitettyä pyramidia, joi-
den pohjat ovat säännöllisiä monikulmioita. Jos pätisi n = 4, kyseessä olisi oktaedri.
Säännöllinen kaksoispyramidi muuttujan n arvolla 16 esitellään kuvassa 44. Sään-











cos (pi − pi
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) + cos (pi
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) + cos (pi
n











missä n ∈ Nr {0, 1, 2}.
Sivujen pituuksien mutkikkaat kaavat ja Conwayn monitahokasnotaatioon kuulu-
maton nimi antavat siksak-hyrrästä hyvin epämääräisen kuvan. Kyseessä onkin var-
sin erikoinen kappale. Siksak-hyrrä on muodoltaan kuin kaksi päällekkäin aseteltua
kubistista n-terälehtistä lootuksen kukkaa. Kärkiä 2n+2 kappaletta, joista kahdessa
kohtaa 2n kappaletta kantakulmia ja lopuissa kaksi kantakulmaa ja kaksi huippu-
kulmaa. Siksak-hyrrän rakennetta kuvaava verkko esiteltiin sivulla 38 kuvassa 23 ja










cos (x) + cos (y) cos (pi − x− y)









cos (y) + cos (x) cos (pi − x− y)









cos (pi − x− y) + cos (x) cos (y)




missä x ja y ovat astelukuja väliltä (0, pi), joille pätee x 6= y 6= pi − x− y 6= x.
Toisin kuin kuin sivujen pituuksien ilmaiseminen säteen r suhteen antaa ymmärtää,
tasakylkisen ei-tasasivuisen tetraedrin rakenne on hyvin yksinkertainen. Sen neljä
tahkoa voivat olla muodoltaan mitä tahansa yhteneviä tasakylkisiä ei-tasasivuisia
kolmioita. Kärkipisteitä on neljä, joissa kaikissa kohtaa kaksi kantakulmaa ja yksi
huippukulma. Ei-tasakylkinen tetraedri eräillä muuttujien x ja y arvoilla esitellään
kuvassa 46. Tasakylkisen ei-tasasivuisen tetraedrin rakennetta kuvaava verkko esi-






















6) r ≈ 0, 606 r,
f = 48.
Hexakis-oktaedrin tahkot ovat ei-tasakylkisiä kolmioita. Kärkiä on kolmenlaisia ja
niitä on yhteensä 26 kappaletta. 12 kärkeä, joissa kohtaa neljää suurinta kulmaa
α, kahdeksan kärkeä, joissa kohtaa kuusi kulmaa β ja kuusi kärkeä, joissa kohtaa
kahdeksan terävintä kulmaa γ. Nimensä hexakis-oktaedri on saanut siitä, että se on
hieman kuin oktaedri, jonka tahkoille on asetettu sopivan korkuiset kuusikulmio-
pohjaiset pyramidit. Hexakis-oktaedri esitellään kuvassa 47. Sen rakennetta kuvaava


































15) r ≈ 0, 323 r,
f = 120.
Hexakis-ikosaedrin tahkot ovat ei-tasakylkisiä kolmioita. Kärkiä on kolmenlaisia ja
niitä on yhteensä 62 kappaletta. 30 kärkeä, joissa kohtaa neljää suurinta kulmaa α,
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20 kärkeä, joissa kohtaa kuusi kulmaa β ja 12 kärkeä, joissa kohtaa kymmenen terä-
vintä kulmaa γ. Nimensä hexakis-ikosaedri on saanut siitä, että se on hieman kuin
ikosaedri, jonka tahkoille on asetettu sopivan korkuiset kuusikulmio-pohjaiset py-
ramidit. Hexakis-ikosaedri on pallomaisista yhteneväistahokkaista pyörein, jos pyö-
reyden mittana käytetään sisä- ja ulkopallojen säteiden suhdetta. Hexakis-ikosaedri
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